




















1.1. Ecuaciones No-homogéneas: Coeficientes Constantes

Método de Operadores

Supongamos que{r1, r2} son las raíces de la ecuación auxiliar del problema homogéneo asociado a
la ecuación

d2y

dx2
+ a1

dy
dx

+ a2 y = f(x) . (1.1)

Entonces podemos escribir la ecuación heterogénea, utilizando los operadores diferencialesD como si
fueran algebraicos:

(D2 + a1D + a2)y = (D − r1)(D − r2)y = f(x) . (1.2)

Ahora hagamos el cambio de variable

(D − r2)y ≡ u(x) ⇒ (D − r1)u(x) = f(x) . (1.3)

Es decir, se ha transformado la ecuación de segundo orden paray(x) en una de primer orden parau(x), la
cual podemos resolver -por ejemplo- porfactor integranteλ(x) [cf. Matthews & Walker]. Encontramos
primero.

λ(x) = e[
∫ x(−r1) dx′] = e−r1x =⇒

u(x) = λ−1(x)
[∫ x

λ(x′) f(x′) dx′ +A1

]
= er1x

[∫ x

e−r1x′
f(x′) dx′ +A1

]
= er1x [ψ(x) +A1] , con

ψ(x) ≡
∫ x

e−r1x′
f(x′) dx′ . (1.4)

De (1.3) tenemos que
(D − r2)y(x) = u(x) = er1x [ψ(x) +A1] .

Esta es otra ecuación diferencial de primer orden, la cual puede ser resuelta nuevamente por factor
integrante. Tenemos pues que

y(x) = er2x

[∫ x

e(r1−r2)x′ [
ψ(x′) +A1

]
dx′ +A2

]
= er2x

∫ x

e(r1−r2)x′
ψ(x′) dx′ + er2xA1

∫ x

e(r1−r2)x′
dx′ +A2er2x

= er2x

∫ x

e(r1−r2)x′
ψ(x′) dx′ +

A1

r1 − r2 er1x +A2er2x .

Aquí estamos suponiendo quer1 6= r2, de tal manera que exista la “amplitud” deer1x; se observará
que no importa que valor numérico se escoja parar1 ó r2 ya que las constantes de integración son
finalmente determinadas por las condiciones de frontera del problema. Estaecuación la podemos escribir,
redefiniendo la constanteA1, como

y(x) = er2x

∫ x

e(r1−r2)x′
ψ(x′) dx′ + [A1er1x +A2er2x] . (1.5)

Nótese que esta solución es de la formay(x) = yc(x) + yp(x), estandoyc relacionada con la funciónψ
y ésta con la función “fuente”f(x) de la ecuación heterogénea (1.1).
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Escribamos de manera explícita la solución particularyp(x) de la ecuación (1.5) en términos de la
fuente de heterogeneidadf(x). Realizando la integral por partes∫ x

e(r1−r2)x′
ψ(x′) dx′ =

e(r1−r2)x

r1 − r2 ψ(x)−
∫ x e(r1−r2)x′

r1 − r2
dψ
dx′

dx′ .

Tenemos que de la ecuación (1.4) se sigue quedψ/ dx = e−r1xf(x), por lo que tendremos∫ x

e(r1−r2)x′
ψ(x′) dx′ =

e(r1−r2)x

r1 − r2

∫ x

e−r1x′
f(x′) dx′ −

∫ x e−r2x′

r1 − r2 f(x′) dx′ ,

nótese que al insertarse dentro de la integraldψ/ dx se debe cambiarx→ x′ para tener consistencia con
la notación utilizada. Sustituyendo este resultado en (1.5) tenemos

y(x) =
1

r1 − r2

[
er1x

∫ x

e−r1x′
f(x′) dx′ − er2x

∫ x

e−r2x′
f(x′) dx′

]
+ [A1er1x +A2er2x]

=
1

r1 − r2

[∫ x

er1(x−x′)f(x′) dx′ −
∫ x

er2(x−x′)f(x′) dx′
]

+ [A1er1x +A2er2x] .

Esta ecuación la podemos escribir como:

y =
∫ x [

K1(x, x′) +K2(x, x′)
]
f(x′) dx′ + [A1er1x +A2er2x ] (1.6)

donde [
K1(x, x′)
K2(x, x′)

]
=

1
r1 − r2

[
+ er1(x−x′)

− er2(x−x′)

]
.

Se observa que las funcionesK1 y K2 dependensolamentede la estructura de la parte homogénea de la
ecuación diferencial (1.1), y se suelen denominar elkernelde la ecuación heterogénea.

Así pues, para cualquier ecuación diferencial lineal heterogénea con coeficientes constantes (1.1)
podemos encontrar su solución mediante la fórmula (1.6), donde{r1, r2} son las raíces del polinomio
asociado a la ecuación homogéna, quedando sólo por determinarA1 y A2 con las condiciones iniciales
del problema. En otras palabras, una vez determinadas{r1, r2} podemos encontrar una solución para
distintas fuentesf(x) sin tener que resolver la ecuación cada vez. Posteriormente veremos que esta
forma de solución guarda una relación estrecha con el método de funciónde Green.


