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1.1. Ecuaciones No-homogéneas: Coeficientes Constantes

Método de Operadores

Supongamos quéry, 2} son las raices de la ecuacion auxiliar del problema homogéneo asociado a
la ecuacion

d? dy
y+a1—+a2y—f (1.1)

Entonces podemos escribir la ecuacidn heterogénea, utilizando losloperaiferenciale® como si
fueran algebraicos:

(D?> 4+ a1D +az)y = (D — 1) (D — o)y = f(x). 1.2)
Ahora hagamos el cambio de variable
(D—=r)y=u(x) = (D—ru(z) = f(z). (1.3)

Es decir, se ha transformado la ecuacién de segundo ordeg(paren una de primer orden paiér), la
cual podemos resolver -por ejemplo- gactor integrante\(x) [cf. Matthews & Walker]. Encontramos
primero.

Ma) = T Jgmma
ue) = U Al) fla) do! +A1} = e [ / e fof ) da! + Ay

= " [¢Y(xz)+ A, con
P(z) = / e f(a') da’ (1.4)

De (1.3) tenemos que
(D —ra)y(x) = u(z) =" [¢(z) + Ai] .

Esta es otra ecuacién diferencial de primer orden, la cual puede sseitee nuevamente por factor
integrante. Tenemos pues que

y(z) = " |:/x e(ri—ra)a’ [¢($/)+A1] dx/+A2:|

= emx/ e(r“m)xliﬁ(w/) dx'—i—e’””Al/ 2T qaf 4 Ape2?

— 2w /I e(rl—rg)x’¢(m/) dx’—i— Al er1x+A2erzx
Ty — T2
Aqui estamos suponiendo que # ro, de tal manera que exista la “amplitud” dé*; se observara
gue no importa que valor numérico se escoja para r, ya que las constantes de integracién son
finalmente determinadas por las condiciones de frontera del problemacHataon la podemos escribir,
redefiniendo la constanté;, como

y(zr) = er2$/ e(rl_r2)$/w(x') da’ + [A1e™7 + Agxe™"] . (1.5)

Notese que esta solucion es de la fora) = y.(z) + yp(z), estanday. relacionada con la funcion
y ésta con la funcién “fuentef (z) de la ecuacién heterogénea (1.1).



Escribamos de manera explicita la solucion particyjdr) de la ecuacion (1.5) en términos de la
fuente de heterogeneidgdx). Realizando la integral por partes

(ri—mr2)x z ,(ri—r2)z’ d
Ty x)—/ LU
T —T9 T —T9 d:c’

/e(Tl_TQ)II¢<$/)d$/ _

Tenemos que de la ecuacion (1.4) se siguedpigdz = e~ "% f(x), por lo que tendremos

- , otrmr)e e v e
/ o(ri—ra2)z w(x/) de' = / eI f(x’) dz’ _/ f(g;/) dz’,

r =72 r —7r2

notese que al insertarse dentro de la intedea) dx se debe cambiar — 2’ para tener consistencia con
la notacién utilizada. Sustituyendo este resultado en (1.5) tenemos

]. z ! x !
y(x) — . . |:er’1x/ e—hx f(l'/) d.’IJ/ _ ergx/ e—rzx f(l'/) d$/:| + [Alerlx +A2e7’2x]
1 — 72

1 z / x !
_ |:/ em(a:—x )f(ZE/) dz’ _/ erg(;r—ac )f(l',) d$/:| + [Alerla: + Azemx] ]

rHn —T9

Esta ecuacién la podemos escribir como:

y= /m [Ki(z,2") + Ka(z,2")] f(2') da’ + [A1e™" + Age™" ] (1.6)

donde

Ki(z,2') | _ 1 + er(@=z’)
Ko(z,2') | — ri—ry | —erl@=) |7

Se abserva que las funcion&s y K- dependersolamentele la estructura de la parte homogénea de la

ecuacion diferencial (1.1), y se suelen denomin&eehelde la ecuacion heterogénea.

Asi pues, para cualquier ecuacion diferencial lineal heterogémeaarficientes constantes (1.1)
podemos encontrar su solucion mediante la formula (1.6), dpnde-} son las raices del polinomio
asociado a la ecuacion homogéna, quedando sélo por detetiiyad, con las condiciones iniciales
del problema. En otras palabras, una vez determingdas,} podemos encontrar una solucion para
distintas fuentesf(x) sin tener que resolver la ecuacion cada vez. Posteriormente veremostgue e
forma de solucion guarda una relacion estrecha con el método de fudec®reen.



