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1. (10 pts.) Varia
ión de parametros. LasEDOs de primero orden típi
amente se resuel-

ven mediante fa
tor integrante o 
oe�
ientes indeterminados, y aunque relativamente

sen
illos 
are
en de generalidad. Resuelva la e
ua
ión de primer orden,

y′ + p(x)y = q(x)

suponiendo que y(x) = u(x)v(x), donde v(x) es la solu
ión a la e
ua
ión homogénea

(q = 0). Este es el método de varia
ión de parametros debido a Lagrange (1774),

y también permite solu
iones aproximadas de 
iertas EDOs no-lineales (método de

Krilov-Bogoliubov).

2. (15 pts.) Solu
ión parti
ular a la inhomogénea. La solu
ión más general a la e
ua
ión

diferen
ial ordinaria lineal

y′′ + P (x)y′ + Q(x)y = F (x)

toma la forma

y(x) = y1(x) + y2(x) + yp(x) ;

donde {y1, y2} son solu
iones a la e
ua
ión homogénea. Si el Wronskiano W (y1, y2) está
dado por

W (y1, y2) = y1y
′

2 − y′

1y2 ,

muestre que la solu
ión parti
ular esta dada por:

yp(x) = y2

∫

y1F

W (y1, y2)
dx − y1

∫

y2F

W (y1, y2)
dx .

Nótese que esta solu
ión es explí
itamente independiente de las fun
iones P (x) y Q(x).

3. (10 pts.) Solu
iones autosemejantes.

Si u(x, y) = f(x+ i y)+g(x− i y), donde f y g son fun
iones arbitrarias, veri�que

enton
es que u(x, y) satisfa
e la e
ua
ión de Lapla
e bidimensional:

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 .
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Si u(x, y) = f(x−vt+i αy)+g(x−vt−i αy), donde f y g son fun
iones arbitrarias,

veri�que enton
es que u(x, y) es una solu
ión a la e
ua
ión de onda bidimensional

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=

1

c2
∂2u

∂t2
,

siempre y 
uando α2 = 1 − v/c .

4. (15 pts.) E
ua
iones de Maxwell. Muestre que las e
ua
iones de Maxwell de la

ele
trodinámi
a 
lási
a,

∇ ◦ E = 4πρ ∇ ◦ B = 0

∇× E = −
1

c

∂B

∂t
∇× B =

4π

c
J +

1

c

∂E

∂t
,

que gobiernan el 
omportamiento de los 
ampos ve
toriales elé
tri
os, E = E(r, t), y
magnéti
os, B = B(r, t), donde ρ = ρ(r, t) es la densidad es
alar de 
arga y J = J(r, t)
el 
ampo ve
torial de 
orriente, poseen solu
iones de la forma:

E = −
1

c

∂A

∂t
−∇ϕ , B = ∇× A ,

donde el poten
ial ve
torial A = A(r, t) y el es
alar ϕ = ϕ(r, t) satisfa
en a su vez las

e
ua
iones de onda inhomogéneas:

∇2
A −

1

c2
∂2

A

∂t2
= −

4π

c
J , ∇2ϕ−

1

c2
∂2ϕ

∂t2
= −4πρ .

Utilize la arbitrariedad que existe al es
oger las fun
iones A y ϕ en ele
trodinámi
a

para arribar a este resultado. [Veáse, e.g., Classi
al Ele
trodynami
s de Ja
kson.℄

5. (10 pts.) E
ua
ión de onda 1D. Mediante separa
ión de variables muestre que la

e
ua
ión de onda unidimensional

∂2ψ

∂x2
=

1

c2
∂2ψ

∂t2
,

tiene solu
iones de la forma ∝ e±iα(x+ct), donde α es una 
onstante 
ualesquiera real.

Muestre también que solu
iones de la forma:

ψ(x, t) =
∑

n

[

An cos
nπct

a
+Bn sin

nπct

a

]

sin
nπx

a
,

donde An y Bn son 
onstantes y α = n un entero, satisfa
en la e
ua
ión de onda y las


ondi
iones de frontera ψ(0, t) = 0 y ψ(a, t) = 0 ∀t .
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6. (10 pts.) E
ua
ión de Lapla
e 
artesiana en 2D. Por separa
ión de variables muestre

que la e
ua
ión bidimensional de Lapla
e

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0 ,

tiene solu
iones de la forma ∝ e±α(x+i y), donde α es una 
onstante. Asimismo, muestre

que fun
iones de la forma, 
on α = n un entero,

ϕ(x, y) =
∑

n

An e−nπx/a sin
nπy

a
, con x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ a ,

son fun
iones armóni
as planas que satisfa
en las 
ondi
iones de frontera: ϕ(x, 0) =
ϕ(x, a) = 0 y ϕ→ 0 a medida que x→ ∞ .

7. (10 pts.) E
ua
ión de Lapla
e en polares. Muestre que si la e
ua
ión bidimensional

de Lapla
e es transformada a 
oordenadas polares, i.e. {r, θ},

∂2ϕ

∂r2
+

1

r

∂ϕ

∂r
+

1

r2

∂2ϕ

∂θ2
= 0 ,

enton
es tiene solu
iones de la forma ∝ (rν + r−ν)e±iνθ, donde ν es una 
onstante


ualesquiera real, no ne
esariamente entera.

8. (10 pts.) E
ua
ión de Bessel. Muestre que en 
oordenadas 
ilíndri
as, i.e. {r, φ, z},
la e
ua
ión de Lapla
e tiene solu
iones de la forma ϕ ∝ J(r) e±(µz+iνφ), siendo J(r)
una solu
ión a la e
ua
ión de Bessel:

d2J

dr2
+

1

r

dJ

dr
+

(

µ2 −
ν2

r2

)

J = 0 ,


on µ y ν 
onstantes arbitrarias reales.

9. (10 pts.) E
ua
ión Aso
iada de Legendre. Muestre que en 
oordenadas esféri
as, i.e.

{r, θ, φ}, la e
ua
ión de Lapla
e tiene solu
iones de la forma

{

Arν +
B

rν

}

Θ(cos θ) e±iµφ ,

donde A,B, µ y ν son 
onstantes, y Θ(x ≡ cos θ) satisfa
e la e
ua
ión diferen
ial:

(1 − x2)
d2Θ

dx2
− 2x

dΘ

dx
+

{

ν(ν + 1) −
µ2

1 − x2

}

Θ = 0 .

Argumente el por qué tiene que ser µ = m un entero si ϕ es una fun
ión real y el rango

en que varía φ ∈ [0, 2π].
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