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Tarea # 3

1. (10 pts.) Matri
es unitarias y Hermitianas.

a) Sea U una matriz unitaria y sean x1 y x2 eigenve
tores de U pertene
ientes a los

eigenvalores λ1 y λ2, respe
tivamente. Demuestre que

1) |λ1| = |λ2| = 1

2) Si λ1 6= λ2, enton
es x
†
1x2 = 〈x1|x2〉 = 0. 1

b) Suponga que las matri
es A y B son Hermitianas y que las matri
es C y D son

unitarias. Demuestre que

1) C−1AC es Hermitiana

2) C−1DC es unitaria

3) i(AB − BA) ≡ i[A,B] es Hermitiana

2. (15 pts.) Matri
es de Pauli. Sea S el 
onjunto de matri
es 
omplejas de 2 × 2.

a) Demuestre que S forma un espa
io ve
torial.

b) Demuestre que una forma de produ
to interno apropiado está dado por

〈A|B〉 =
1

2
Tr (A†B)


) Demuestre que las matri
es de espín de Pauli y la unitaria,

σx =

[

0 1
1 0

]

, σy =

[

0 −i

i 0

]

, σz =

[

1 0
0 −1

]

, 1 =

[

1 0
0 1

]

,

forman una base ortonormal para este espa
io. También muestre, por 
onse
uen-


ia, que 
ualquier elemento de este espa
io ve
torial

|A〉 → A =

[

A1 A2

A3 A4

]

,


on los Ai ∈ C, puede ser expresado en términos de la anterior base (|A〉 = ai|ei〉)
en
ontrando los ai's.

1El símbolo (†) representa operador adjunto (transpuesto-
onjugado); véase Mathews & Walker Cap VI.
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3. (10 pts.) Produ
to interno. Considere el espa
io ve
torial real de fun
iones 
ontinuas

reales, 
on primera derivada 
ontinua, en el intervalo 
errado [0, 1] ¾Cuál de las

siguientes expresiones de�ne un produ
to es
alar ade
uado?

a)

〈f |g〉 =

∫

1

0

f ′(x)g′(x) dx + f(0)g(0)

b)

〈f |g〉 =

∫

1

0

f ′(x)g′(x) dx .

4. (15 pts.) Transformada de Fourier y operadores de posi
ión y momento. Considere

el operador integral F que a
túa sobre todas las fun
iones integrables 
uadráti
amente

[L2(−∞, +∞)℄ de�nido por

|g〉 = F |f〉 → g(x) =
1√
2π

∫

+∞

−∞

eikxf(k) dk

donde F es unitario.

a) Demuestre que |e−x2/2〉 es un eigenve
tor de F ¾Cuál es su eigenvalor?

b) Si X y P son operadores de�nidos (posi
ión y momento en me
áni
a 
uánti
a)

de�nidos por

X|f〉 = |xf〉
P |f〉 = −i|f ′〉 ,

demuestre que FX = PF y que FP = −XF .

5. (20 pts.) Fun
iones de Green. Considere la e
ua
ión diferen
ial u′′(x) = a(x), donde
x ∈ (−∞, +∞) y a(x) es una fun
ión 
ono
ida de x. Analizando las solu
iones a

d2G(x, y)

dx2
= δ(x − y)

Resuelva para u(x) 
on las 
f: u(0) = u′(0) = 0. Demuestre que la solu
ión puede ser

es
rita 
omo

u(x) =

∫

+∞

−∞

[H(y) + H(x − y) − 1](x − y) a(y) dy =







∫

0

x
(y − x) a(y) dy x ≤ 0

∫ x

0
(x − y) a(y) dy x ≥ 0


on la fun
ion de Heavyside unitaria de�nida 
omo

H(x) =

∫ x

−∞

δ(x) dx =
1

2
[1 + sgn(x)] =







1 x > 0
1/2 x = 0
0 x < 0

La fun
ión de Green debe ser 
ontinua en x = y y G′ dis
ontinua (Mathews & Walker).
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