Las propiedades atomicas de la materia

Hasta ahora, se ha establecido una gran parte del mecanismo requerido para el estudio
de la estructura de interiores y atmoésferas estelares:

el equilibrio hidrostatico

el transporte de la energia y el equilibrio radiativo

la conveccion y la conduccion

Desde el punto de vista macroscopica, falta

la generacion de energia nuclear

Lo anterior describe la materia desde el punto de vista macroscopica. Ademas,
necesitamos unas relaciones y conocimientos que tienen que ver con las propiedades
atdmicas/microscopicas de la materia, como son

la ecuacion de estado

la opacidad

las tasas de generacion de energia

las capacidades de calor

la conductividad térmica

la nucleosintesis (como cambia la composiciéon quimica con el tiempo)

Notar que, aunque la nucleosintesis implica que la evolucidn no es estatica, es un
parametro inherente en los demas procesos microscopicos.

El atomo de hidrégeno

Perspectiva

En general, la composicion del universo es

Casi 90 de cada 100 4tomos son de hidrogeno.

De los diez atomos restantes, 8 0 9 son de helio.

Todos los demas elementos constituyen el ultimo atomo o dos.

Dada esta composicion tipica, el hidrogeno domina en gran parte las propiedades de
la materia estelar e interestelar.

Vemos que la Tierra y nosotros mismos tienen composiciones quimicas muy
anomalas comparado con el resto del universo, siendo inusualmente fuertemente
influenciadas por la evolucion estelar.

Los niveles energéticos del atomo de hidrégeno

Se puede derivar las energias de los niveles del atomo de hidrégeno de manera semi-
clasica con el modelo de Bohr. El primer paso es igualar la fuerza de Coulomb con la
fuerza centripeta
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donde v es la velocidad, a el radio de la 6rbita, e la carga del electron/proton y m la

masa reducida del sistema,
me
m=m,|1+—
my

con me y mp siendo las masas del electron y proton, respectivamente.



Luego, Bohr supuso que el momento angular era cuantizado segiin
mva = nh,
donde # es la constante de Planck divido por 27 y n es un numero entero positivo,
que se conoce como ¢l nimero cuantico principal del nivel energético.
De esta manera, se puede obtener el radio de las drbitas electronicas
252

a, = 7ranlZ =n2ay,, n=12, (D
y a, siendo el radio de Bohr para el &tomo de hidrogeno.
La energia de ligadura del atomo es entonces la mitad de la energia potencial,
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En general, los niveles energéticos en iones hidrogénicos (ntcleo con un electréon) son
, me* Z?R

En =l e = " )

donde R es ¢l constante de Rydberg y Z es la carga del ntcleo.

El estado de base es el estado n = 1 y es el mas fuertemente ligado. Para cualquier
estado, £, es la energia de ligadura del electron al proton o nicleo. Se acerca a cero
paran — oo. Energias positivas corresponden a electrones liberadas de los atomos.
En este caso, cualquier energia es posible (un continuo de energias).

Transiciones entre niveles estan acompaiiadas por la emision (m > n) o absorcion
(n > m) de un foton de energia dada por la relacion de Planck, hv = |E,, — E,|.
Las series de transiciones del &tomo de hidrégeno con el mismo nivel inferior son
conocidas como las series de Lyman (r = 1), Balmer (n = 2), Paschen (n =3) y
Brackett (n = 4), Pfund (n = 5). La serie de Lyman tiene sus lineas en el ultravioleta,
la de Balmer en el optico, las de Paschen, Brackett y Pfund en el infrarrojo. Los
espectros opticos de las estrellas, galaxias y nebulosas tipicamente presentan las
lineas de la serie de Balmer.

Transiciones entre distintos estados ligados producen lineas de emision o absorcion
con energias precisas. Por otra parte, transiciones entre estados ligados y el continuo
producen fotones con una distribucion de energias con energias minimas de

Emin,n = IEnI

Transiciones entre estados ligados y el continuo se conocen como fotoionizaciéon o
absorcion ligado-libre, mientras que el proceso inverso, transiciones entre el continuo
y estados ligados, se conoce como captura (radiativa) o emision libre-ligado.
Transiciones entre estados ligados son también posibles y se conocen como
transiciones libre-libre o Bremsstrahlung si se trata de emision o de opacidad libre-
libre si se trata de absorcion. La opacidad libre-libre es el componente mas
importante de la opacidad en regiones de las estrellas donde el hidrogeno es
completamente ionizado.

La estructura energética “fina” e “hiperfina” del atomo de hidrégeno

Los niveles definidos por las ecuaciones (2) y (3) consideren solamente la energia
orbital del electron en el campo eléctrico del proton. Sin embardo, tanto el electron
como el proton tienen un “spin”, que es un momento angular no clésico (no tiene
equivalente en la mecanica clésica, sino que es un fendmeno puramente de la



mecanica cudntica). El spin del electron interactua con el momento angular orbital, lo
cual da lugar a la estructura “fina” de los niveles energéticos. También, el spin del
electron interactia con el spin del proton, dando lugar a la estructura “hiperfina” de
los niveles energéticos.

Para un nivel con nimero cudntico principal n, el momento angular puede tomar
valores [ =0, 1,2, ...,n — 1, donde el momento angular correspondiendo al estado

con el nimero cuantico / es
JIA+1Dh 4)

Histoéricamente, se le han asociado la nomenclatura espectroscopica siguiente con los
diferentes valores de /
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El spin también tiene un numero cuéntico asociado, s. Para el electron o proton,
s = 1/2. Analogamente al momento angular orbital, el momento angular asociado al
estado con numero cudntico de spin, s es

JsG+Dh (5)

En el caso del electron, el momento angular de spin es y/3/4 h.
Los momentos angulares orbitales y de spin se suman para dar el nimero cuantico de
momento angular total, j, segin (para el caso de un electron)
1
j=1lx 5
Entonces, tenemos para los estados de momento angular orbital anteriores las
siguientes posibilidades para el nimero cuantico de momento angular total

j = 0 siempre (6)

S P D F G
0 2 4
1/2 1/2,3/2 | 3/2,5/2 | 5/2,7/2 | 7/2,9/2

La notacion espectroscopica usada para denotar todo lo anterior acerca de un nivel es
n25+1 L.

g
Por lo tanto, el estado conn = 2, j = 3/2y | = 1 se denota por 22P5 ,, dado que
necesariamente s = 1/2 para hidrogeno (puede tener otros valores en atomos con
mas electrones).
La interaccién entre los momentos angulares orbitales y de spin modifican los niveles
aproximadamente segiin
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es la constante de “estructura fina”. Entonces, esta interaccion “desdobla” todos los



niveles para [ > 0 en dos niveles “finos”. En el caso del hidrogeno, esta estructura
energética requiere una resolucion alta para notarse, pero, para &tomos o iones mas
complicados (con mds electrones), se nota mas facilmente.
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Figure 6.1. Energy levels in atomic h_vdr\ugcn The L1ap;\cr-rig?‘.( inset shows the fine structure for the

n — 2 state. The Lamb shift between the 2 °S,,; and 2 °P, , states corresponds to AE — 4.4 » 10 beV.

The lower inset shows the hyperfine structure of the n = | state. The energy difference between the two

states is AE = 5.8 x 107* ¢V. The photon emitted by a transition between these two states has »

AE[h = 1420 MHz, corresponding to A = 2111 em.
No todas las transiciones entre niveles se dan con la misma facilidad. Por ejemplo, la
transicion 225, , — 1%5;/, conserva el estado de momento angular (I = 0). Sin
embargo, el foton emitido lleva una unidad de momento angular. La conservacion de
momento angular entonces requiere que el electron cambia su estado de spin, lo cual
es un proceso poco probable. Las transiciones resultantes se llaman “prohibidas”
debido a la baja probabilidad del cambio de spin del electron y son mucho més lentas
que las transiciones normales, o permitidas. Entonces, &tomos que se encuentren en
estados que solamente se desexcitan con transiciones prohibidas pueden permanecer
en estos estados “meta-estables” mucho tiempo antes de desexcitarse
espontaneamente.
Cuando la densidad es alta, como es el caso en los interiores estelares, estos atomos
tendran muchas colisiones con otros dtomos antes de desexcitarse espontaneamente.



Estas colisiones son eficaces para desexcitar estos estados meta-estables. Este
proceso de desexcitar estados excitados por colision con otros 4tomos o electrones se
conoce como desexcitacion colisional. El proceso inverso se llama excitacion
colisional.

Por otra parte, estados meta-estables y transiciones prohibidas juegan un papel
importante en el equilibrio térmico del medio interestelar.

La estructura hiperfina resulta de la interaccion de los espines del electron y del
proton. Esto provoca un desdoblamiento del estado de base (1251 /2) en dos niveles
separados por una energia AE = 5.9 X 107° ¢V, lo cual corresponde a una longitud
de onda de 21 cm. Esta transicion es prohibida, porque requiere de un cambio del
spin del electron. La probabilidad es tan baja que un 4tomo de hidrogeno tarda del
orden de 107 afios en realizar la transicion. Sin embargo, hay tanto hidrogeno en el
medio interestelar que el estudio de esta radiacion es uno de las herramientas mas
poderosas en el estudio de la estructura galéctica.

Campos magnéticos

El movimiento orbital del electron produce un momento magnético que puede
interactuar con campos magnéticos. Esta interaccion introduce aun mas detalle en la
estructura energética.

La unidad del momento magnético del electron es
eh

2myc
El componente (la proyeccion) del momento magnético en la direccion del campo
magnético se describe con el nimero cuantico magnético, m. El nimero cuantico
magnético puede tener los 2j + 1 valores
m=-—j,—j+1,..,0,..,j—1,j (8)
y representan las orientaciones (proyecciones) posibles del momento angular total en
el campo magnético.
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Figure 5.2 Graphical representation of the angular momentum j = 2 for the state | 2, m} with
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el 2, —1,0, 1, 2. The radius of the circle is h, ) = A/ 6h

La energia de interaccion de un estado con niimero cuantico magnético m es
Ey = upgmH, (9)



donde H es la fuerza del campo magnético y g es el factor Landé que mide el cociente
del momento magnético del estado con respecto a su momento angular,
JG+D +ss+1)-1(+1)
g=1+ — . (10)
2jG+1)

Entonces, la especificacion completa de un estado del d&tomo de hidrégeno requiere
especificar los nimeros cudnticos n, [, s y m. “El” estado descrito por el nimero
cuantico principal es entonces una coleccion de estados separados por pequefias

diferencias energéticas. Como ejemplo, el estado n = 2 tiene los niveles siguientes

_, |i=3/2 m=-3/2,-1/2,1/2,3/2
n=2 B j=1/2 m=-1/2,1/2
1=0 |j=1/2 m=—-1/2,1/2

Claramente, el nivel n realmente tiene 2n” subniveles. El factor 27 se conoce como
es peso estadistico del nivel y se denota g,. Esencialmente, el peso estadistico de un
nivel representa el nimero de estados cuanticos que contiene.

Excitacion térmica e ionizacion

Las propiedades de la materia no solamente dependen de su composicion, pero
también por su grado de ionizacidn y excitacion. Estas caracteristicas dependen tanto
de las propiedades atémicas como de las propiedades termodinamicas (7, P, p).
La ionizacién térmica es importante cuando k7 es parecido a la energia de ligadura.
Para el hidrogeno, esto sucede para temperaturas del orden de 10° K mientras que,
para helio, sucede a temperaturas de 4 x 10° K.
La excitacion térmica requiere del orden de varios eV, lo cual implica temperaturas
del orden de 10* K (y aprovecha la cola de la distribucion de Maxwell-Boltzmann).
A temperaturas menores, la ionizacidon o excitacion serd incompleta.
Si consideramos el nivel #n de un 4tomo con energia £,, habra un nimero de dtomos
N, en este nivel. La ley de Boltzmann indica que el nimero de 4&tomos en este nivel
es

N, = Ae En/kT g (11
donde g es el peso estadistico y 4 es un factor de normalizacion. El niimero de
atomos en todos los estados es

N = Z N,=A4 Z gne /KT = AZ(T), (12)
n=1 n=1

donde Z(T) es la funcién de particion. Podemos eliminar el factor de normalizacion
A para obtener

N [0/0)
N. = —— —En /KT 7(T) = Z —En /KT ) 13

Notar que aqui E, es positivo y se mide con respecto al estado de base, E1. En
principio, la definicion de Z(T) es problematico, porque es infinito dado que hay un
nimero infinito de niveles con cada vez mas subniveles mientras que el factor
exponencial es siempre finito. En la practica, este problema no interviene, porque
colisiones entre &tomos provocan ionizacion para todos los niveles con energias



mayores a una energia E., donde

AE =E, —E, = kT (14)
con respecto a E. Entonces, es como si todos los niveles que satisfacen la ecuacion
(14) se fusionan al continuo y terminan la suma involucrada en Z(T). En la practica,
la suma se considera solamente para un nimero relativamente pequefio de niveles, .
En muchos iones comunes, una vez que n~5 — 6, E,, estd dentro de varios eV de la
energia de ionizacion para muchos iones. kT > 2 eV paraT > 25,000 K, lo cual
cubre casi todo el interior de las estrellas.
Comparando dos niveles para un mismo dtomo, el nimero relativo de atomos en los

dos niveles es

& = &3_(En_Em)/kT . (15)

Nm  gm
Podemos usar la ecuacion anterior para investigar a cual temperatura la linea de Ha
sera fuerte. Esta linea resulta de la transicion entre n = 3 y m = 2, asi que requiere
una poblacion sustancial de 4&tomos en el nivel m = 2. Esto sucedera para
temperaturas donde el nimero de 4&tomos en el nivel 2 no es despreciable comparado
al nimero en el estado base (nivel 1). Entonces, si igualamos el lado izquierdo de la
ecuacion (15) a 1.0 y recordamos que g,, = 2n?, obtenemos que habra niimeros
iguales de 4tomos en el estado de base y el primer nivel excitado para una
temperatura de 57,000 K. En realidad, a esta temperatura, habra ionizacion térmica
de hidrogeno del nivel n = 2 (ecuacion 14), asi que es poco probable que Ha sera
muy fuerte a esas temperaturas, porque una gran parte del hidrégeno seré ionizado.
Entonces, Ha lograra su intensidad mas fuerte a temperaturas mas bajas.
Efectivamente, observamos que las estrellas que tienen la linea de Ha mas fuerte
tienen temperaturas alrededor de 10* K.
Este ejemplo demuestra la competencia entre excitacion e ionizacion. Podemos
investigar esto mas detalladamente aplicando la ley de Boltzmann a los electrones
libres (niveles energéticos del continuo), de lo cual obtenemos

Ni(w) = 9@) e~ (Om+mev?)/2)/kT — 9) e~ Xn/KT g=p*/2mekT (16)
Ny In In
donde y,, = E,, — E,, es la energia de ionizacion del &tomo en el nivel n,
E. + m,v? /2 siendo la energia del electron libre (con respecto al nivel de base del
atomo), N;(v) es la densidad de iones cuyos electrones libres tienen velocidad v,
g() es el peso estadistico del electrén libre con velocidad v y p es el momento
lineal. Para calcular g(v), utilizamos el resultado de la mecéanica cuantica que el

nimero de estados cudnticos en un elemento de espacio fase es

dN

e donde dN = dxdydzdp,dp,dp,, 17)
donde dxdydz es el elemento de volumen y dp.dp,dp- es el elemento de momento. Si
nos acordamos que un electrdn libre tiene dos estados de spin en este elemento de
espacio fase, el peso estadistico es el doble del resultado anterior. Entonces, por
unidad de volumen, el peso estadistico es

2dp,dp,d
thgy Pz _ (18)

Sin embargo, la existencia de otros electrones libres implica que cierta fraccion de




este espacio fase estd ocupado. Entonces, si la densidad de electrones es 7., el
espacio fase disponible es entonces n;?1, lo cual implica que el peso estadistico de
electrones libres con velocidad v es

dpydpydp,
=2—). 19
g() "E (19)
Si ahora integramos sobre la velocidad y reconocemos que p* = pz + p; + pZ,
obtenemos
neNi 2 e_Xn/kT f ) ) 2 e—)(n/kT
= — -p /Zmede S 2 kT 3/2 ) 20
=g v p = g (2mm k) (20)

0
Si ademas reconocemos que el i6n que queda después de liberar el electron puede

quedarse en varios estados, tenemos que multiplicar el Gltimo resultado por el peso
estadistico del i6n, g;, resultando en
neN; 2g;e /K
Ny — gn B3

Este resultado se conoce como la ley de Saha.
Si introducimos la presion de electrones, P, = n kT, la ecuacion (21) indica

Ny _ 29, @mm )Y D2 22)

Ny g1 h3 7 .

Esta forma de la ley de Saha nos ayuda a entender varias cosas utiles.

e Primero, para 4tomos o iones con energias de ionizacion bajas, el factor e Xn/kT
sera mayor y el atomo o i6n serd mas altamente ionizado a una temperatura dada.
e Para apreciar este resultado relativamente obvio, consideramos los casos de

sodio y hidrogeno, con energias de ionizacion de 5.16 eV y 13.6 eV,
respectivamente. Si calculamos, para una temperatura de 6000 K, como en la
atmosfera solar,

Na+/Nal N(Na+) e—5.16eV/kT

H'/H, = N(HY) ~ o—13.6eV/KkT

y consideramos que N(H) = 10°N(Na) en el Sol, vemos que el sodio
contribuird tantos electrones en la atmdsfera solar como hidrogeno, a pesar de
que es mucho menos abundante.

e Ademas, dada su alta contribucién de electrones, vemos que el sodio afectara
el equilibrio de ionizacion de hidrogeno (favorecera menos ionizacion) a
través del factor n. en la ecuacion (21). Lo mismo sucederd para otros
elementos, como litio, calcio, aluminio y potasio, que tienen energias de
ionizacion bajas. Entonces, aunque tienen una abundancia total mucho menor
al de hidrogeno, estos elementos tienen un impacto fuerte sobre el equilibrio
de ionizacion de elementos muchos mas abundantes, pero con energias de
ionizacion mas altas, como son el hidrogeno, helio, oxigeno, carbono,
nitrégeno y neon.

e Segundo, el grado de ionizacion depende de la presion de electrones. Si, a una
temperatura dada, cambia la presion de electrones, cambiara el grado de
ionizacion, lo cual afectara la apariencia de los espectros.

e En estrellas enanas, la presion sera mayor que en estrellas gigantes. Por lo
tanto, a una temperatura dada, el grado de ionizacion serd mayor en estrellas

(2mm, kT)3/2 . (21)

= 1.2 x 107




gigantes que en estrellas enanas. Equivalentemente, una clase espectral dada,
que se define por las fuerzas de las lineas caracteristicas, sucedera a
temperaturas distintas en estrellas gigantes y enanas, como indica la siguiente
grafica.

e Lo mismo sucederé al comparar estrellas (de la misma clase de luminosidad)
con abundancias muy diferentes. Dada que, a la temperatura del Sol, metales,
como sodio, potasio, calcio, etc., contribuyen una gran parte de los electrones,
la presion de electrones bajard notablemente si la abundancia de estos
elementos es mucho mas baja que la abundancia solar. A baja abundancia,
pero a temperatura constante, aumentara el grado de ionizacion de elementos
con mayor energia de ionizacion, dando la apariencia tanto de una temperatura
mas alta, asi como de un tipo espectral mas temprano.
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Figure 6.2. Dependence of spectral type on luminosity class for main sequence stars
(V), giants (I11) and supergiants (I). The line MS is line of constant spectral type

Un resultado interesante de la ecuacion de Saha es la variacion del grado de
ionizacion con la temperatura. Notamos que el grado de ionizacion, x, es el cociente
de la densidad de iones con respecto a la densidad total del elemento en todos los
estados de ionizacion, o sea

N;
=—, 23
TN EN; (23)
lo que permite escribir la ecuacion (21) como
x 2g; e Xn/KT
= (2mm, kT)3/2 . (24)

1-x n.g, h3
La siguiente grafica demuestra la variacion de los grados de ionizacioén de hidrogeno
y helio en funcién de la temperatura para dos presiones de electrones fijas.
Obviamente, el grado de ionizacidn es aproximadamente constante, salvo en
pequefios rangos de temperatura, que corresponden a las zonas de ionizacion. Esta
grafica también hace patente el desplazamiento de las zonas de ionizacion en funcion
de la temperatura.
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Figure 6.3. (a) Fractional ionization of hydrogen versus temperature (solid curve is electron
pressure P, = 10 dynes/cm®; dashed curve is P, 1 dyne/em®). (b) Fractional ionization of He (for
P, = 1and P, = 10 dynes/cm?).

e Podemos combinar las ecuaciones de Saha y Boltzmann para obtener una ecuacioén
que da el nimero de 4tomos en un estado de ionizacion y un estado energético dado.
Insertamos la ecuacion (24) en la la ecuacion de Boltzmann (13)

Ny In
N. = —En/kT ,, _ —En /KT (1 _
"= 70 e In Z(D) e (1 x(n,, T))NT1
—xn/kT -
In —E, /KT zgl e n 3/2
= n 1 -
Z(D e + g, T (2mm kT) Ny (25)

donde N = N; + N, es la suma de los iones y 4&tomos neutros de un elemento. Con
el resultado anterior, podemos determinar la temperatura a la cual se maximiza la
poblacion de 4&tomos o iones en un estado dado para predecir cuando se maximizara la
fuerza de lineas de absorcion particulares. Como ejemplo, la fuerza de la linea de Ha
sera maximo donde

dN, d?N,

—— es maximo, o a la temperatura donde =0.
dT P dT?
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Equilibrio detallado, probabilidades de transicién y opacidades
de linea

Equilibrio detallado

e La discusion de las ecuaciones de Boltzmann y Saha dependen de consideraciones
termodinamicas. Sin embargo, a nivel atdbmico, dependen de procesos cuanticos, los
cuales, en equilibrio, deben reproducir los resultados termodinamicos.

e Procesos cudnticos son basicamente procesos estadisticos. Se caracterizan por una
probabilidad por unidad de tiempo que suceda algun proceso.

e Consideramos la situacion descrita por la siguiente figura, de un 4&tomo en un estado
superior n que decae espontdneamente a un estado m emitiendo un fotén con
frecuencia v = (E,, — E,;;) /h. Este proceso depende unicamente de la estructura del
atomo y la probabilidad de estas transiciones sera un constante, que tradicionalmente
llamamos la constante 4, de Einstein. Si a un tiempo t = 0 tenemos N, (t = 0)
atomos en el estado n, en un tiempo ulterior, tendremos

N, (t) = N,(t = 0)e Anmt (26)
atomos en el mismo estado. Por lo tanto, 4, representa el tiempo promedio que
pasan atomos en el estado n antes de decaer al estado m.

|

Figure 6.4. Atomic transition from excited state n to
state »r (radiative decay)
e Lo anterior considera solamente transiciones a un estado inferior particular m. La
probabilidad total para transiciones a todos los estados de menor energia (m < n) es

A, = Z A . (27)

e El proceso inverso, la absorcion de un fotén por un a&tomo en el estado m para
excitarse al estado n también sucede, igualmente con una probabilidad que dependera
solamente de la estructura del atomo y de la densidad de fotones adecuados. El
coeficiente B, de Einstein describe este proceso

8r  hv3

G (28)
donde u,, es la densidad energético del campo radiativo (de cuerpo negro: implicado
por la condicion de equilibrio termodindmico) y representa la probabilidad para
excitacion del nivel m al nivel n por la absorciéon de un fotén con frecuencia
v=(E,—E,)/h.

e Si N,y Nu son el nimero de atomos en los estados n y m, respectivamente, y si Aum Y
Bumn son constantes, en equilibrio tendriamos

NpAnm = Ny B
lo cual no permite derivar una expresion del estilo

uVan = an
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N
—=e

—hv/kT
)
Np

parecida a la ecuacion de Boltzmann (el resultado de la termodinamica), asi que otro
proceso debe intervenir. Este proceso es la emision estimulada, donde un foton con
frecuencia v = (E,, — E,;;) /h estimula una transicion del nivel n al nivel m antes de
que esta transicion pueda suceder de manera espontanea. La emision estimulada se
define a través otro constante atomico, B.», que da la tasa de transiciones inducidas

entre los niveles n y m,

S VoV

Stimulated emission

(middle) and stimulated emission (bottom) processes in a two-level system

Figure 1.10. Schematic representations of stimulated absorption (top), spontaneous emission

Uy B -
Por lo tanto, el nimero de transiciones es
N, u, B, - (29)
e Abhora, el equilibrio estadistico demanda
N,A,m + Nyuw, By = Ny B s (30)
lo cual podemos reacomodar para obtener
w = NpAnm _ Anm/Bnm (31)
Y Nman _Nanm N_m%_ 1 .
. . . Nn Bnm
Si comparamos lo anterior con (la ecuacion del cuerpo negro)
8t  hv3
Uy = 3 ghv/kT _ 1"’
deducimos que
N, ~ 8mhv3
Bum = Bmn m =e hv/kT y Anm = c3 (32)
Before After
—.—
hy
AN
I
Stimulated absorption
e
hv
AN
e
Spontaneous emission
e -
hv 2hv
AN AN P

Figure 1: Este dibujo ilustra los procesos de absorcion (arriba), emision espontdnea

(intermedio) y emisidon estimulada (abajo) del libro de Kakkar.
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Lo anterior supone que los niveles n y m son niveles sencillos, es decir que no estan
compuestos de subniveles. En principio, es facil generalizar lo anterior para incluir
subniveles, pero, en la practica, la posibilidad de transiciones prohibidas entre los
subniveles complica el asunto considerablemente. Suponemos i componentes del
nivel n y j componentes del nivel m, como se ven el la grafica que sigue (estos niveles
son sencillos, es decir que todos tienen peso estadistico de 1.0; g,,; = 1.0). Entonces,
la transicion de (n,i) a (m,j) tiene probabilidad A(n, i; m,j). Suponemos que la
poblacion en el nivel (n,i) es Np;. En este caso, el nimero de transiciones
espontaneas es

N

z N, A(n,i;m,j) = g—”ZA(n, i;m,j) = NyApm (33)

rn n =

L
lo cual implica
12‘4(' ) si N N, (34)
=— n,i;m, si ;= —.
™ gn L= / " gn

El altimo paso implica que todos los subniveles tendrian poblaciones iguales o,
equivalentemente, que la separacion entre los niveles n y m es mucho mayor a la
separacion de los subniveles.

L ' m

Figure 6.5. Degenerate atomic levels. The difference in
energy between levels of fixed n or m is small compared to

E,; ra

wcd

Ahora, consideramos las transiciones del nivel m al nivel #, la excitacion por
absorcion de fotones. La expresion analoga a la (33) es

N,
u, z NpiB(m,jin, i) = u, g—:z B(m, j;n,i) = u,NyyBn (35)
— =

lo cual implica

1 o
n—g—nisz(m,],n,L) 8hv3ngA(nlm])

¢ gn In
- 87'[h1/3 Im Anm Im Bnm : (36)
Ahora, ;cudles son los valores de estas probabilidades de transicion? En principio,
debemos partir de calculos de la mecénica cudntica, pero ya tenemos las herramientas
para deducir ciertos resultados. Generalmente, la probabilidad de un proceso depende
del nimero de maneras que se puede dar. Si fotones en el rango (v,v + dv) estan

involucrados en el proceso, ;de cudntas maneras pueden fotones tener estas
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frecuencias? Equivalentemente, ;cudl es el peso estadistico del rango de frecuencias
(v,v + dv)? Ya vimos el problema analogo de una particula libre con velocidad v.
El peso estadistico por unidad de volumen y angulo sélido es
dpxdpydp; o _ p*dpdQ
h3 - R
Dado que el momento de un fotén es p = hv/c, el peso estadistico por unidad de
volumen y angulo sélido es
vZdvdQ
hc?
Entonces, transiciones de frecuencia alta tienen mayor probabilidad que sus
contrapartes de frecuencia baja.
Como ya vimos (ecuacion 26), 4., representa la vida promedia de un 4&tomo en el
estado n antes de decaer espontdneamente al estado m. Por lo tanto, el principio de
incertidumbre implica que la energia no es precisamente definido, sino que tendra una
incertidumbre, AE, dado por

(37)

AEAt = h, (38)
donde At = A;},. Dado que AE = hAv, la ecuacion (38) implica que la energia de la
transicion sera distribuida sobre un intervalo de frecuencia de

Av = Ay - (39)
que es la anchura natural de la linea. Como veremos, normalmente, otros procesos
dominan en establecer la anchura observada de una linea.

—_ —

Uncertainty
— —_— —

Transition Spectrum Transition Spectrum

Figure 1.14. Decay of excited state population N _(t) leads to exponential decay of radiation
amplitude, giving a Lorentzian spectrum

Figure 2: Este dibujo explica la anchura natural de una linea espectral como
consecuencia de las relaciones de incertidumbre de la mecdnica cudntica (del texto de
Kakkar).

Clésicamente, la distribucion de energia de la linea, en funcion de la frecuencia, es el
perfil de Lorentz

v/4m
Iv) =1 , 40

W =G = + Gy (40

donde v, es la frecuencia en el centro de la linea y
_,8m?e? 1)

Y =" 3mgyc3

Los coeficientes de Einstein, A, y Bum, estan relacionados a y por
g me?

Anm = 3g_:lfnmy y Bin = mfnm ’ (42)

fam siendo la fuerza de oscilador de la transicion, dado por la formula de Kramer,

14



2 1 1 i
3x/§gm(i_i)3n3m3 '
m? n?

con g; siendo el factor de Gaunt, que es un factor numérico del orden de la unidad.
Se puede usar lo anterior para determinar el coeficiente de absorcidon por atomo en la
linea, a,. La probabilidad de absorcion por unidad de trayectoria es definida como
Na,, donde N es la densidad de 4&tomos (por nimero). Entonces, la energia absorbida
de un rayo con una unidad de area, I, , en el intervalo de frecuencia v a v + dv sera
I,Na,cdt, donde el factor cdt representa el espacio que viajara el rayo en una unidad
de tiempo. Este factor también representa el volumen ocupada por el rayo en una
unidad de tiempo (tiene una unidad de area). Entonces, el nimero de transiciones por
unidad de volumen, unidad de tiempo, unidad de frecuencia y por unidad de dngulo
solido es

Jam (43)

I,Na,
hv ~
Si integramos sobre el angulo solido y suponemos que la radiacion esta en equilibrio
termodinamico (4ml, = cu,,), el nimero de transiciones es
cu,Na,
—_—. (44)
hv
Si integramos sobre la frecuencia y notamos que el numero de transiciones tiene que
ser U, By, N, obtenemos

U, cNu,,
Uy BymN = cN Havdv N a,dv
0
0 0

o (utilizando la ec. 42)

2
e
f a,dv =—fpm = 2.65 X 1072f,,, cm? Hz, (45)
m,c
0
porque la integral de a, sobre frecuencia es la absorcion total en la linea. La
ecuacion (45) se conoce como la relacion de Ladenburg.
En lo anterior, no consideramos la emision estimulada. Podemos incluir este efecto
considerando que la emision estimulada es una especie de emision negativa, asi que
reducira el coeficiente de absorcion. El numero neto de absorciones sera entonces

Nanm
Nmuvan - Nnuanm = Nmuvan 1- N.. B
mPmn
= Ny By (1 — e ~WV/KT) (46)

asi que el efecto de la emision estimulada es de reducir la absorcion por el factor
exponencial e "/kT 1o cual implica que la ecuacion (45) es
co

2
(1- e"”’/kT)f a,dv = _Zzecfnm(l — e~h/KTY (47)
e
0

Finalmente, notamos que el coeficiente de absorcion utilizado en la ecuacion de la
transferencia de la radiacion es

ki(v) = napm (v) (48)
donde #n es la densidad de atomos (por numero).
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La opacidad continua en las estrellas

e La opacidad controla que tan facilmente fotones escapan del interior de las estrellas.
Ademas de regular la transferencia de la energia, la opacidad degrada los fotones,
desde las energias de rayos gama hasta fotones Opticos.

e Los procesos principales que intervienen en la opacidad son
1. transiciones ligado-ligado
2. transiciones ligado-libre (fotoionizacién y recombinacion)

3. transiciones libre-libre

4. dispersion por electrones (dispersion Thomson y Compton)

5. transiciones moleculares

La grafica que sigue describe esquematicamente los procesos 1-3 y 5.

e

bound-bound bound-free free-free

Figure 6.7. Primary atomic transitions contributing o stellar opacity. The
leftmost column gives the electron’s energy £ th

next ins the principle
quantum number n of the bound state. The ionization limit is shown cross-
hatched

e Los procesos anteriores dominan en ciertas condiciones. En las atmosferas de las
estrellas mas frias, las transiciones moleculares asi como las transiciones libre-ligado
y libre-libre del i6n H™ son las mas importantes. A mayores temperaturas, dominan
las transiciones ligado-ligado, libre-ligado y libre-libre del hidrégeno. La ecuacion
(47) demuestra que, conforme aumenta la temperatura, las transiciones ligado-ligado
son cada vez menos efectivas como fuente de opacidad, porque el factor e ~"v/kT
eventualmente apaga el proceso. A estas temperaturas, la materia es completamente
ionizada y la dispersion por electrones domina.
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electron scattering

x
a
= 7k
-1, b-b transitions
\ N Ke
B / / W g conduction by
A 10%, i & 10%, degenerate electrons
e -OI; b'_‘-l
a=0
| | | 1 1 L 1
4 3 2 -1 0 1 2 1 4 5 ¢
log p (gfom®)
Figure 6.13. Stellar opacity in the p. T-plane for Population | stars. Cross-hatched lines denote
boundaries at which the contributions from the two atomic process shown are equal

e En principio, el calculo de la opacidad procede como sigue.

e De la mecanica cudntica, se obtiene la seccidn recta para los procesos
involucrados, a;(v), donde ¢l indice i se refiere a los procesos 1-5 en la lista
anterior.

e La opacidad especifica (en cm?/g) es entonces

n;a;(v)
ki (v) = % cm?/g .
e La opacidad especifica total resulta

Keot ) = ) Ki(¥) em?/g .
i
e Recordamos que la opacidad y la opacidad especifica estan relacionadas por
ki(v) = k;(v)p em™.
e Frecuentemente, una sola fuente de opacidad domina.

Dispersion por electrones

e Cuando un fotén y un electrdn libre interactuan, el proceso tiene que conservar la

energia y momento del sistema completo (fotén y electron).
7\41

fuente:
https://en.wikipedia.org/wiki/Compton_scattering

e [Estas restricciones implican el proceso de dispersion Compton, donde la longitud de

onda del foton aumenta por
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AN —2A=2A4,sin?(6/2) (51)
donde A y A’ son las longitudes de onda inicial y dispersados, A, = h/m,c es la
longitud de onda de Compton del electrén y 8 es el angulo de dispersion del foton.
Dado que A. es pequeiia, el cambio de energia en dispersion Compton es
despreciable, salvo para fotones de alta energia (rayos X y gama).

Si se consideran solamente electrones de baja energia (v < c), se puede derivar la
seccion recta para este proceso con argumentos semiclasicos. En este caso, nos
interesa la seccidn recta para que un electron absorbe energia del campo
electromagnético. La energia absorbida por el electron por segundo es

dE _2e?

dt 3c3% (52)
donde a = e€/m,, es la aceleracion del electréon y € es la magnitud del campo
eléctrico. Dado que el promedio temporal de la densidad energética del campo
eléctrico es (€2 /4m), el flujo absorbido por electron serd c(E? /4m). Si se considera
el promedio temporal de la ecuacion (52), obtenemos

dE (€2) 2e*(€?)
& T3 m, (53)
lo cual define la seccion recta de Thomson, o7,
8w/ e? \°
O-T —_ ? (mec2> . (54)

Para temperaturas excediendo 10° K, los efectos relativistas son apreciables, los
cuales reducen la seccion recta anterior, eventualmente reduciéndolo a cero.
Cuando la ecuacion (54) es valida, la opacidad debido a dispersion por electrones es

n
K, =21 02(1 4 X) (55)

donde X es la fraccion de hidrogeno por masa.

Una caracteristica de la dispersion por electrones es que es isotropica y no depende de
la frecuencia.

Los fotones pueden ser dispersados por protones y otros nicleos atémicos. Sin
embargo, la seccion recta depende de la aceleracion cuadrada, implicando un factor
adicional de (Amy)~2 a la ecuacion (53) debido a la masa del nucleo, A siendo la
masa atomica. Este factor disminuye la seccion recta por un factor de al menos 10 y
el proceso resulta despreciable en comparacion a la dispersion por electrones.

Absorcioén libre-libre (bremsstrahlung)

Como la dispersion por electrones, la absorcion libre-libre también es una interaccion
entre fotones y electrones libres. El diagrama que sigue presenta la geometria de la
interaccion.

Tanto para emision de energia como para absorcion, tenemos

Emev2 + hv = Emev’2

donde m,, es la masa del electron, vy v'su velocidad inicial y final (en el caso de
emision; el revés en caso de absorcion) y v la frecuencia del foton emitido o
absorbido. Necesariamente, v’ > v.
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Si consideramos el caso de emision, la energia total emitida por electrén, por i6n y
por unidad de frecuencia dependera de las densidades de electrones e iones, n. y #;,
respectivamente, de la probabilidad de tener electrones con la velocidad v’
fdv' = 47r( Me )3/2 o~ (mev"/2KT) 12 )
2nkT
que es la distribucion de Maxwell, y la energia emitida por interaccion, dq,, o sea

— ! !
dE() =nn.f(v')dv'dq, (56)
-~ v )
4§ [
S n ‘ v
&
.VJ
T \ |
e ‘
| | \ |
| |
+ 728 o= h F‘ |
+ eee— D 4PJ
2
[
e
. T
d v ¥ v w
(a) (b)
Figure 6.9. Free-free absorption and emission (Bremsstrahlung). (a) Emission of a
photon by an electron accelerated in vicinity of ion. (b) Absorption of a photon by an
electron in the field of an 1on. The distance of closest approach of the electron and ion is &
T'he process is inelastic ( [ v]| # |v'])

En el caso de absorcion, la energia total absorbida por electrén, por i6n, por unidad de
frecuencia dependera de las densidades de electrones e iones, n. y n;, respectivamente,
de la probabilidad de tener electrones con la velocidad v, f(v)dv, de la densidad de
fotones con energia hv, cu, dv, del coeficiente de absorcion libre-libre, a,,, y del
factor de atenuacion debido a emisién estimulada, (1 — e ~"V/kT)

dE(v) = nin.f (v)dva,cu,dv(1 — e~"V/¥T) (57)
Aungque la derivacion es complicada, encontramos que
o Z%e® 5 , .
a, = 3 hemov? cm? por electrén y por ion (58)

donde % es el constante de Planck, ¢ la velocidad de la luz, m. la masa del electron, Z
y e las cargas del i6n y electron, respectivamente, v la velocidad inicial del electrén
(recordamos que se trata de absorcion) y v la frecuencia del foton absorbida. Ciertos
aspectos de esta ecuacion no son tan sorprendentes. Las dependencias inversas de a,
con la velocidad del electron y la frecuencia del foton se debe a la dificultad de
acoplar el campo eléctrico del i6n a energias altas del electron o foton. Bésicamente,
a altas energia, ni el electron ni el foton perciben facilmente el campo eléctrico del
ion. En otras palabras, la absorcion libre-libre no es tan eficiente a temperaturas altas,
profundo en las interiores estelares, donde los electrones y fotones son muy
energéticas.
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La opacidad Bremsstrahlung es dada por

4 | 2m  Z%e®
Krp = Of nin.f (w)dva,gsr(v,v) = 3 |3mokT hemov? nnegrr (W) (59)
donde gsf(v, V) es el factor de Gaunt en funcion de la frecuencia del foton y la
velocidad del electron mientras g f (v) es el factor de Gaunt promediado sobre la
velocidad de los electrones. El factor de Gaunt es una correccion del orden de la
unidad que ajusta el calculo clésico a los resultados cuanticos. Notar que la opacidad
de Bremsstrahlung cae muy rapidamente con la frecuencia.
Finalmente, la opacidad promedia de Rosseland (usado en los calculos de la
estructura estelar) debido a la absorcion libre-libre es
K7 (V) = ko (VpT 7/ (60)

donde py T son la densidad y temperatura, respectivamente mientras que ky(v) es un
constante que depende de la composicion quimica, dado por

Ko(v) = 3.68 x 10%2(1 + X)(1 — 2) g7 (v) (61)
Xy Z siendo las fracciones por masa de hidrégeno y metales, respectivamente. La
dependencia de pT* fue obtenido originalmente por Kramers y frecuentemente se
conoce como la opacidad de Kramers.

Absorcién libre-ligado

La diferencia fundamental entre absorcion libre-libre y absorcion libre-ligado es la
naturaleza discreta del estado final, como demuestra el diagrama siguiente.
En este caso, la energia de los fotones emitidos en el proceso de captura del electrén

(o en el proceso inverso de fotoionizacion) satisface
1
Emev2 —E,=hv (62)
donde m. y v son la masa y velocidad del electron y E, la energia en el nivel n de
ligadura del electron en el estado ligado. En el caso de iones hidrogénicas,
meZ%e* RZ?

=— = 63
" 2hn? n? (63)
Para el proceso de captura de electrones del continuo al nivel # la seccidn recta es
32 , Z%" 5
O = — cm?, (64)

3" m,v?c3h*vn3
donde los simbolos tienen sus significados usuales.
Si comparamos la seccion recta para la captura de electrones con el coeficiente de
absorcion libre-libre (ecuaciones 64 y 58, respectivamente), notamos unas
dependencias distintas debido a que la captura de electrones libres necesariamente
involucra a electrones menos energéticas. La seccion recta para la captura de
electrones es mas sensible a la energia del electron libre (v) y la fuerza del campo
eléctrico del i6n (Z*e1?). Igualmente, vemos que la seccion recta es mayor para
niveles energéticos inferiores del 16n, lo cual también favorece interacciones con
electrones de baja energia.

En equilibrio, la tasa de captura de electrones libres es igual a su proceso inverso, que
es la fotoionizacion. La tasa de captura dependera de las densidades de iones y
electrones, N; y ne, respectivamente, la energia cinética de los electrones con
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velocidad v, la seccidn recta para el proceso y de la distribucion de velocidades de los
electrones, f(v)dv,

tasa de captura = N;n,o.,vf (v)dv (65)
Por su parte, el proceso de fotoionizacion dependera de la densidad de fotones con
frecuencias v capaz de ionizar iones o &tomos en el nivel n, la seccion recta para la
fotoionizacion, a,,,, y la densidad de iones o 4tomos en el nivel n, N,,,

cu
tasa de fotoionizacion = h—vvdvavnNn(l — e /KT, (66)

donde el Gltimo factor corrige por emision estimulada.

Figure 6.12. Frequency dependence of bound-free of
shows energy levels. Also shown are K and L absorption edges corresponding to initial

states = 1l and nn = 2

La ecuacion de Boltzmann permite relacionar el nlimero de atomos en los niveles de
base y n, N, y Ni, respectivamente
Ny In _RZZ(]- - 1/712)
— =—ex
N, g P kT
mientras que la ecuacion de Saha permite determinar la relacion entre las poblaciones
de iones y atomos, N; y N, respectivamente
3/2
Nin, _ 2&<2nmekT) o-RZZ/KT
Ny gn\ h?
Usando estas ecuaciones, podemos relacionar las secciones rectas de captura de
electrones y fotoionizacion igualando las ecuaciones (65) y (66) para obtener
gi (MeVC\?
Oyn = E( hv ) Ocn - (67)
Dado que se supone que los (Z — 1) electrones interiores del i6n no participen en el
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proceso, se puede suponer que el idn tiene solamente una configuracion posible, o sea
que g; = 1. Si combinamos lo anterior, obtenemos
64ntm,Z*e?

Oyn = 3\/§ hécv3ns gbf(vrn) ’
donde la dependencia sobre el estado del i6n, n, y la energia del foton, hv son
evidentemente primordiales. El factor g,(v,n) es el factor de gaunt para emision
libre-ligado que tiene un valor del orden de la unidad y ajusta los calculos clasicos a
los resultados cuanticos.

Obviamente, la seccion recta para fotoionizacion es nula si
2

R
hv < ? (69)

porque los fotones que no satisfacen esta condicion no tienen la energia para
fotoionizar atomos en el nivel n. Con este resultado, vemos que ., y 0,,, son
proporcionales a n (ecuaciones 64 y 67 o 68), lo cual implica una estructura de
escalera en la variacion de estas secciones rectas (ver la figura anterior). El
crecimiento de estas secciones rectas con # tiene sentido dado que cuanto més grande
es n, mas cercanos energéticamente son los estados inicial y final del electrén y mas
facilmente se acoplan.

Entre las discontinuidades en o, y 0,,, estas secciones rectas varian como (hv)
debido a la condicion (69). Esta variacion también se nota en la figura anterior. Los
dos efectos se combinan para producir el perfil “triangular” de las secciones rectas
Ocn V Oyn. (La gréfica anterior demuestra la variacion de la opacidad libre-ligado
como funcidn de la frecuencia. Cualitativamente, la variacion de ., y 0, €8
parecida, pero menos pronunciado, como veremos).

Finalmente, la opacidad libre-ligado es dada por

or () = ) o (70)
n

Cuando la opacidad libre-ligado es importante, la mayoria de los 4&tomos se
encuentran en su estado de base. En este caso, la ecuacion de Boltzmann indica que
N,, « n?. Combinando este resultado con o, * n (ecuacién 69), vemos que los
términos de la suma (ecuacion 70) son proporcionales a n?, asi que las contribuciones
importantes se deben principalmente a estados altamente excitados (n grande).
Si calculamos una opacidad promedia de Rosseland basado en &y, obtenemos

kpr = kopT donde ko = 4.34 x 102°Z(1 + X) % , (71)
Iy siendo el factor de gaunt promediado sobre la frecuencia, X'y Z las fracciones por
masa de hidrégeno y metales, respectivamente, y ¢ un factor que corrige por la sobre
poblacion de electrones ligados resultantes de las aproximaciones utilizadas en
obtener los resultados anteriores. Si comparamos las ecuaciones (61) y (71), vemos
que la opacidad ligado-libre domina sobre la opacidad libre-libre cuando las
condiciones fisicas (temperaturas bajas) permitan que la opacidad libre-ligado sea
importante.

(68)

-1/2
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La opacidad por conduccion electrénica

Anteriormente (capitulo 5), definimos una conductividad térmica, A., para la
transferencia de energia por la conduccion de electrones y el flujo de energia
transportado por este medio, Feona

Fcond = _ACVT (72)
donde VT es el gradiente de la temperatura. Se puede relacionar la conductividad
térmica a una opacidad, «.
Consideramos un plasma no degenerado de electrones no relativistas. No tenemos
que preocuparnos de la transferencia de energia debido a iones, porque, a una
temperatura dada, los electrones tendran velocidades mucho mas altas, asi que
dominarén la transferencia de energia por conduccion. Sin embargo, son los campos
eléctricos de iones los responsables por la dispersion que sufren los electrones y de
ahi viene la opacidad involucrado en el proceso.
El flujo de energia transportado por electrones sera el producto del flujo de
electrones, n,v, con velocidad promedio v y la diferencia en la energia de los
electrones separados por un trayecto medio libre, /.

Fcond ~ _neﬁ(g(x + Ie) - S(x))
de
~ —neﬁa (73)

donde €(x) es la energia promedia de los electrones en una posicion/radio x. Para

electrones no relativistas,

1 3 0c _3, 0T 78
s-zmev —2 dasl que ax—z ax.

De lo anterior, deducimos

3
AC = Ekneﬁle . (75)

Si ahora consideramos la seccion recta, o, para la dispersion de los electrones por los
iones, el trayecto medio libre sera

donde #; es la densidad de iones. Dada que la dispersion se debe a interacciones de
Coulomb vy si suponemos que la energia cinética de los electrones esta relacionado a
la separacion entre electrones e iones, o, tendriamos

1 Ze?
Emeﬁz =— (igualdad de energias cinética y potencial)
0
lo cual implica que la seccion recta es
, AmZ?e* _ 3kT ibrio t dindmi 76)
— ~ ] = indmico).
o = mr} 9 j2pz Sisuponemos ¥ . (equilibrio termo )

Lo anterior nos permite eliminar el trayecto medio libre de la ecuacion (75),
produciendo

2743 K77 A

A= —
¢ 16w e /meZZ

donde ademas supusimos

1+ X)T5/2, (77)
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_pa+x P
€ 2my y LT Amy

con A siendo el nimero atomico.
e Si definimos la opacidad debido a la conduccion electronica como
4acT?3

Ke = 3pA.
4ac 16m e*\/m, (Z%/A) T,
T K2 A+ 0 p

(2%/4) T,
(1+X)p/10

cm?/g

obtenemos

~ 5x 103 (78)
donde T, =T x 1077 Ky pes en g/cm®. Lo anterior es aproximadamente correcto
dentro de un factor de 2-3 para plasmas no relativistas y no degenerados.

e Por otra parte, la conduccion térmica es fundamental en plasmas relativistas
degenerados. Las condiciones de relativista y degenerada implican dos cambios a lo
anterior. Primero, sube notablemente la velocidad ¥. Segundo, la degeneracidad
reduce fuertemente la dispersion por los iones debido a la escasez de estados finales
disponibles para los electrones dispersados. Esto aumenta el trayecto medio libre.
Ambos efectos aumentan A. y reducen x. . Como resultado, la conduccién térmica
puede ser extremadamente eficiente (lo cual implica una opacidad muy baja) en
condiciones degeneradas y relativistas. En el caso de extrema degeneracion,

(z/4) 17

(1+X)2(p/10%)?

donde © es un factor del orden de la unidad que corrige por interacciones electron-ion

de larga distancia.

K, ~5x 1073 (79)

La irrelevancia de la opacidad de lineas

e Anteriormente (ecuacion 40), vimos que la distribucion de energia en una linea es
1) = I, y/Am .
(v —vp)? + (y/4m)?
Dado que la absorcion tendré la misma distribucion, deducimos que el coeficiente de
absorcion para la transicion entre niveles n 'y m es
v/4m

R T e 77T
donde ao es la fuerza de la absorcion en el centro de la linea y yla anchura de la linea.
En el caso de la ecuacion 40, esta anchura fue la anchura natural,

, 8m?e?

(80)

= Y~ —
Y =" 3mgc3’
pero, en general, esta anchura se debera a otros procesos, como veremos. La
normalizacion de la ecuacion (80) requiere que

me?
ag = fnm

m,c
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donde f,» es la fuerza de colision de la transicion definida anteriormente (ecuacion
43). Como en el caso de los procesos de absorcion continua que vimos antes, se
puede definir una opacidad especifica segiin

p
donde 7, es el nimero de 4&tomos en el nivel inferior m y p la densidad.
Aunque es factible considerar la opacidad de transiciones ligado-ligado, es facil
demostrar que representa una pequeia fraccion de la opacidad total. Consideramos
un plasma en equilibrio termodindmico que es totalmente opaco a la emision en las
transiciones ligado-ligado. En este caso extremo, el espectro resultante tendra el
aspecto de la siguiente grafica. El continuo tiene la forma de emisioén de cuerpo
negro, salvo para las frecuencias de las transiciones ligado-ligado, donde la emision
es nula.

Knm (V) =

Figure 6.15. Line emission. Solid line is Planckian
spectrum at temperature 7. Individual lines (shaded) are
emitted by matter at temperature 7. Total intensity in

lines is given by the shaded area

Geométricamente, las lineas ocupan una fraccion pequeiia del espectro. En el caso de
lineas en el visible, v & 10'* Hz mientras que la anchura natural es Av ~ 108 Hz.
Entonces, desde el punto de vista geométrico, las lineas pueden interceptar solamente

una fraccion
Av

1%

~ 107°

del flujo total.

Si ademas consideramos la definicion de y, vemos que el coeficiente de absorcion
(ecuacion 80) depende de la frecuencia como v!. El significado de esto es que la luz
que vemos de las estrellas es emitida de la capa mas fria, tipicamente en el rango del
visible (o ultravioleta o infrarrojo), asi que la fraccion del espectro interceptado por
lineas sera aun menor en el interior de la estrella donde las temperaturas son mayores
y los fotones tienen frecuencias mas altas.

Por lo tanto, procesos de absorcidon continuo son mas importantes para la opacidad
integrado sobre todo el espectro en el interior de las estrellas donde la temperatura es
alta.

Por otra parte, el estudio detallado de las lineas de absorcién o emision es
fundamental para entender la estructura de las atmosferas estelares y aun mucho mas
importante para el equilibrio térmico del medio interestelar.

25



La opacidad total

La opacidad total es la suma de las fuentes de opacidad. Conceptualmente, es un
calculo sencillo, aunque en realidad muy complicado en la préctica.

La siguiente figura presenta los regimenes de densidad y temperatura donde dominan
las diferentes fuentes de opacidad.

electron scattering

=
=~ 7k
| D-1, D-D transitions
Ke
B . ¢ conduction by
10% 8 degenerate electrons
Xa 10re s Xpi = Xgy / g d =
= |
. 1 1 1 1 1
o 2 1 1 1 2 1 4 )
log p (gfom’)
Figure 6.13. Stellar opacity in the p,T-plane for Population | stars. Cross-hatched lines denote

boundaries at which the contributions from the two atomic process shown are equal

A alta temperatura, domina la dispersion por electrones, mientras que, a alta densidad,
domina la conduccion térmica. Dado que estos dos procesos no dependen de la
frecuencia ni tienen un mecanismo que les apaga, se encuentran en muchas fases
evolutivas de las estrellas. Cabe sefialar que distintos procesos pueden dominar en
diferentes partes de una estrella, particularmente en estrellas evolucionadas.

A densidades bajas y temperaturas bajas, domina la opacidad debido a los procesos
libre-libre y libre-ligado. Bdasicamente, estos procesos se vuelven muy ineficientes a
temperaturas altas.

La opacidad por transiciones moleculares o ligado-ligado son muy importantes en las
atmosferas estelares, pero generalmente despreciable en los interiores.

El ensanchamiento de las lineas y la opacidad de lineas

Ensanchamiento natural de lineas

Ya vimos como la vida media de un estado excitado produce una linea con una
anchura “natural” debido fundamentalmente al principio de incertidumbre de la
mecanica cudntica.

El ensanchamiento natural impone una anchura minima constante a cualquier linea.
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Usualmente, hay otros efectos que ensanchan la linea y la anchura natural resulta
despreciable en comparacion con la anchura producida por estos otros efectos.

Ensanchamiento de lineas por el efecto Doppler

Otro efecto que es presente siempre es el efecto Doppler. Hay dos fuentes de este
efecto. Primero, por la temperatura del plasma, el equilibrio termodindmico
impondra velocidades “térmicas” a los d&tomos o iones. Segundo, movimientos
macroscopicos, como la conveccion, también producen velocidades diferenciales
entre diferentes parcelas del plasma.

Si dos atomos tienen una velocidad diferencial v, un foton con frecuencia w emitido

por uno de ellos tendra una frecuencia, v, distinta para el otro y dado por
v ov-—v
—= (81)
c Vo

cuando v < c.

Como resultado, un &tomo en movimiento absorbe energia con frecuencias distintas a
las que absorbe un atomo estacionario. En lugar de absorber a una frecuencia v,
absorbera a una frecuencia v/ = v(1 + v/c) y su coeficiente de absorcién serd dado
por a(v(l + v/ c)) y no a(v). Entonces, la absorcion total a una frecuencia v
dependera de la distribucion de velocidades de los &tomos o iones involucrados y el
coeficiente de absorcion segliin

0]

a(v) = f a(v(l + v/c))f(v)dv (82)
0
donde v es la velocidad del 4&tomo o i6n en la direccion del foton (la velocidad
proyectada) y
1 ,m 2

f0) ==(gg) e (83)

es la distribucion de Maxwell en una dimension. Notar que m es la masa del atomo o

6n.

La cantidad

2kT
m

Up = (84)
es conocida como la velocidad térmica de Doppler.
Introduciendo la expresion (83) en la ecuacion (82), obtenemos

a(v) = \/%%O a(v(1+ v/c))e‘"“’z/dev

11 f ,
= Vrbv, f av —ve" /2w ay (85)
A D
0

donde

VU Vo [2kT
Avp = OCD =?° — (86)
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es la anchura térmica de la linea.
Si, ademas de la velocidad térmica, existen movimientos turbulentos como los debido

a la conveccion, se define la velocidad Doppler efectiva segiin
2kT
2 2
vp=—+v 87

p="r+v} (87)
donde v es la velocidad microturbulenta. Esta formulacion aplica cuando los
movimientos turbulentos ocurren sobre una escala que es pequefia con respecto a la
region (o la profundidad en la atmosfera) donde se forma la linea en cuestion.

Ensanchamiento por presiéon

Las “colisiones” entre atomos € iones es otra fuente importante de ensanchamiento de
las lineas. Las “colisiones” deben entenderse como interacciones eléctricas entre
atomos o iones, las cuales esencialmente perturban sus niveles energéticos.

La vida natural del estado excitado permite definir dos regimenes de colisiones,

dependiendo de si la escala de tiempo para ellas es menor o mayor a la vida natural

esperada para el estado.

o Si la escala de tiempo para la interaccion es menor a la vida natural del estado
excitado, las colisiones pueden provocar que el &tomo o i6n excitado decae mas
pronto que normalmente decaeria. En este caso, es como si la transicion tuviera
una vida natural mas corta y, por el principio de incertidumbre, una mayor
incertidumbre en su energia, ensanchando la linea resultante. Generalmente, este
es el caso de estrellas no tan calientes donde los 4&tomos estan neutros. En ese
caso, la interaccion es a través la fuerza de van der Waals, que depende de la
distancia como ¢, por lo que es importante solamente cuando los 4tomos son
muy cercanos.

o Si la escala de tiempo para la interaccion excede la vida natural del estado, el
campo eléctrico externo perturba los niveles energéticos del atomo o 16n excitado.
En este caso, la perturbacion producida por el campo eléctrico externo dependera
de la distribucion de distancias entre el atomo perturbado y sus vecinos. La suma
de estas perturbaciones sera una distribucion de energias para una transicion dada,
lo cual producira un ensanchamiento estadistico de la linea resultante. En las
atmosferas de estrellas mas calientes, el hidrogeno ionizado juega un papel
importante en el ensanchamiento por presion. En este caso, el campo eléctrico si
es un campo de Coulomb y decae como r~2. Dado que el campo de Coulomb
decae menos rapido que el campo de van der Waals, las interacciones ocurren
sobre escalas de tiempo mas largo que llegan a rebasar la vida media de los
estados excitados.

El efecto del ensanchamiento por presion sera no solamente de aumentar la anchura

que la linea tendra debido al ensanchamiento térmico, sino también de cambiar la

forma. El cambio en la forma se debe a la convolucion de las dos funciones de
ensanchamiento, una parecida a la ecuacion (80) y la otra de la forma de la ecuacion

(85).

Matematicamente, el resultado es

co

2
a(v) = — e f e-(v-av)/mvp? __V/AT

VEvp” mec

— 00

Av'? — (y/4m)?
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1 1 me?

N vpl mec
donde f es la fuerza de colision de la transicion (no pusimos los sub-indices usuales)
mientras que

H(a,v) (88)

y Av

“Tamav, Y VT Ay
H(a, v) se conoce como la funcién de Voigt.

0.1

0.01

0.001

Figure 6.18. Voigt function H(w, ). SourCE: A. Unsold, Physik der

Sternatmosphiren, 2nd ed. (Berlin: Springer-Verlag, 1955)

En el centro de la linea, domina el ensanchamiento térmico, asi que
11 1 1 me?

alvy) =———ay = —— 89
( O) \/E'UD 0 \/E'UD mec ( )
mientras que las alas tendran la forma asintdtica
al
H(a,v) = —— . (90)
TV

En el caso de interacciones sobre escalas de tiempo mas cortas que la vida media de
la transicion, el ensanchamiento por presion produce perfiles con alas mucho mas
extendidas como se ve en la grafica anterior.

Ensanchamiento de las lineas de Hy He

En lo anterior, se supone que la escala temporal de las interacciones es mucho menor
a la vida media del estado excitado. Fisicamente, esto tiene sentido si los a&tomos que
provocan las colisiones son neutros y entonces afectan al &tomo excitado solamente
cuando estd muy cercano. Esto es razonable en atmdsferas estelares de estrellas no
muy calientes.

En las atmosferas de estrellas calientes, mucho del hidrogeno esté4 ionizado y los
iones interactuan electrostaticamente. En este caso, la fuerza es de largo alcance y las
interacciones tienen una escala temporal que excede la vida media del estado
excitado. Aqui se trata del ensanchamiento Stark.
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Figure 6.24. Rolative intensity of S$tark beoadened hydrogen lines #, throagh i, SOURCE: A
Linsdld, Phyiik der Sternuatmosgphiren. 2od e Berhim: Sprivger-Yerlag. 1955)

e El campo eléctrico de los iones afecta a los niveles energéticos de los iones neutros
(excitados en este caso), provocando una separacion de los niveles como se ve en la
gréfica anterior para las lineas Ho,, HB, Hy y Hd.

e En el caso del hidrogeno, la separacion de estos subniveles es

3h 22
A = Fﬂle ? le€ (9 1)
donde € es la fuerza del campo eléctrico y nx un numero entero que depende de los
numeros cuanticos de los estados inicial y final. Cuando la separacion de los niveles
depende linealmente de la fuerza del campo eléctrico, como en el caso de la ecuacion
(91), el efecto se conoce como el efecto Stark lineal.

e Elresultado de la descomposicion de cada nivel en subniveles es un ensanchamiento

de la linea, también produciendo alas extendidas.
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La intensidad de lineas en los espectros estelares

La razén que aparecen lineas de absorcion en los espectros estelares es que las
condiciones en la capa externa de la estrella son tales que favorecen transiciones
ligado-ligado en ciertos atomos y moléculas.

Si suponemos que esta capa externa tiene condiciones fisicas constantes, la

profundidad optica es
h

T, = fk(v)dh =k(v)h 92)
0
donde k(v) es la opacidad y % el espesor de la capa externa (la atmésfera). En este
caso, la intensidad de la radiacion emergente de la atmosfera es
L,(h) = 1,(0)e™™ (93)
donde I,,(0) es la intensidad de la radiacion con frecuencia v en la base de la
atmosfera.
En la cercania de una linea de absorcion, la opacidad tendra componentes debido a la
opacidad continua y la opacidad de la transicion ligado-ligado involucrado, k.(v) y
k;(v), respectivamente
k(v) =k.(v) + k;(v) . (94)
Si normalizamos la intensidad del espectro a la intensidad del nivel del continuo,
obtenemos un perfil como en la grafica que sigue.
Matematicamente, como funcién de la frecuencia, el perfil normalizado es dado por
1,(0)e —(kc)+k(M)h
r(v) =
1,(0)e kM
Dada la discusion anterior, el perfil de la linea contiene una gran cantidad de
informacion sobre las condiciones fisicas en la region donde se forma esta linea de
absorcion. En particular, lineas fuertes muestrean un gran rango de profundidades en
la atmosfera, sus alas siendo formadas en la profundidad extrema y la parte central en
las capas mas externas. En términos de la densidad, la opacidad es dada por
k,(v) = na;(v)
=n (T, P)(1 — e /¥ )q,(v) (96)
donde indicamos la transicion por el indice [ y el coeficiente de absorcion es dada por
la ecuacion (85) o (88), dependiendo de si se trata de una linea débil o fuerte,
respectivamente.
Para el andlisis de abundancias quimicas, normalmente, se utiliza la anchura
equivalente de la linea de absorcion, definida como

W, = f(l —r(v))dv ) (97)

= e_kl(v)h (95)

Esencialmente, la anchura equivalente es la anchura que tendria la linea si tuviera una
forma cuadrada, es decir, si la intensidad fuera cero donde absorbe la linea y la linea
no tuviera alas.

Si se trata de una linea débil, una expansion Fourier de la ecuacion (95) da

[os) _xz
e‘x=1+z( )
n!

n=1
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y entonces
r(v) =1—-k;(v)h.
Si sustituimos este resultado en la ecuacion (97), obtenemos

W, =n,(T,P)h(1 - e"”’/kT)f a;(v)dv (98)

y vemos que la anchura equivalente de la linea es proporcional al nimero de 4&tomos a
lo largo de la linea de vista, n;(T, P)h, que pueden participar en la transicion. En
este caso, conforme aumenta el nimero de 4&tomos a lo largo de la linea de vista, la
anchura equivalente aumenta linealmente. Este resultado depende de que la
absorcion por la linea esté muy localizado cercano al centro de la linea para que se
pueda despreciar la variacion del factor exponencial sobre la anchura de la linea.

Si se trata de una linea de absorcion mas fuerte, la expansion Fourier anterior es
insuficiente. En este caso, suponemos que solamente contribuye el ensanchamiento
térmico (con o sin microturbulencia), asi que sustituimos la expresion (85) en la
ecuacion (95). En este caso, la ecuacion (97) resulta

W, = 1—exp| —nh——a,(vy — v)e v /v dv .
v Of( p( l AVD\/E l( 0 ) >>

Si expandimos este resultado en una expansion Fourier, obtenemos

o n

o 1 1
W, = z " —nh a,(vy — v)e V2 /Av’ gy
n=1

AvD\/EO
C C? c3
= AvpVrC (1 - + — + -
P ( 2172 313 414 )
donde
nlh _ 2
sz a;(vy —v)e /A gy
0

Para valores grandes de C, la anchura equivalente tiene la forma asintotica

W, ~ AvpVInC . (99)
Dado que C es proporcional al nimero de atomos a lo largo de la linea de vista que
son capaces de participar en la transicion, vemos que la anchura equivalente crecera
muy lentamente con el aumento del ntimero de 4tomos a lo largo de la linea de vista
en este caso. Cuando sucede esto, la linea de absorcion se satura y su anchura
equivalente es casi constante.
Para el caso de lineas muy fuertes, donde las alas de la linea son importantes,
podemos hacer la suposicion (algo extrema) que el coeficiente de absorcion es
dominada por la funcion de Voigt (ecuacion 90). Sustituyendo esto en la ecuacion
(97), obtenemos

W, = f Mvp (1 — e~ @VD(C/v* ) dy = Ay ant/2C (100)
0

donde C tiene su definicion anterior. Para lineas muy fuertes, entonces, la anchura
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equivalente varia como la raiz cuadrada del nimero de 4tomos a lo largo de la linea
de vista que pueden participar en la transicion.

Resumiendo lo anterior, la grafica que sigue ilustra el comportamiento de la anchura
equivalente conforme aumenta el nimero de atomos que participan en la transicion.

Cuando el nimero de atomos que participan en la transicion es pequeio, la
anchura equivalente varia linealmente conforme aumenta el nimero de 4tomos a
lo largo de la linea de vista.

En lineas de fuerza intermedia, este régimen lineal se satura cuando domina la
parte debido al ensanchamiento térmico del coeficiente de absorcion, y la anchura
equivalente permanece casi constante.

Eventualmente, para lineas muy fuertes, las alas del perfil contribuyen de manera
significativa y la anchura equivalente crece como la raiz cuadrada del ntimero de
atomos a lo largo de la linea de vista.

. -1 1 s yn of nonle
= saturation of Doppler damping
o core wings
2 Wx\logC o v
vy Vv N CF
linear
weak line (W= ¢)
log C
Figure 6.21. Eqguivalent line width (curve of growth) including saturation of the
£ [«
core and wing damping, versus optical depth at the line center (6.164)

Los resultados anteriores son importantes en la determinacion de las abundancias
quimicas en los atmosferas estelares.

Claramente, las lineas mas ttiles para determinar abundancias son las lineas
débiles.

Si no existen lineas débiles de un elemento, luego conviene usar las lineas mas
fuertes, donde dominan las alas de la linea.

Es muy dificil determinar abundancias de lineas saturadas, porque su anchura
equivalente es muy insensible al nimero de atomos a lo largo de la linea de vista.
Naturalmente, los resultados en este caso son muy inciertos.

El ensanchamiento por presion tiene dos efectos importantes. Primero, las alas
anchas de las lineas hacen dificil la definicioén de la posicion del continuo entre las
lineas espectrales. Segundo, las alas no se saturan tan facilmente como el centro de la
linea, lo cual los hace muy importante para determinar abundancias quimicas.
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Un ejemplo comun del ensanchamiento por presion se debe a interacciones con el
hidrégeno neutro en las atmosferas de estrellas frias. El 4&tomo de hidrégeno neutro
tiene un campo eléctrico importante, aunque no es un campo de Coulomb, sino de van
der Waals. Decae tipicamente como 3. Como resultado de la variacion rapida de
este campo eléctrico, produciré interacciones de corta distancia y duracién temporal.
Entonces, es un ejemplo del caso de una interaccion que tendra una escala de tiempo
menor a la vida natural del estado excitado. Naturalmente, requiere la presencia de
hidrégeno neutro, lo cual sucedera en las atmdsferas de estrellas frias.

Como punto aparte, es también notable que el campo de van der Waals es atractivo.
Por lo tanto, un 4&tomo de hidrégeno puede captar un electron libre para formar el i6n
negativo de hidrogeno, H". La energia de ligadura de este i6n es pequefia, de 0.75 eV.
Existe solamente un estado ligado, lo cual implica que todas las transiciones en este
16n son transiciones libre-ligado, ligado-libre o libre-libre. Las transiciones ligado-
libre producen una opacidad sustancial a longitudes mas cortas que 1.65 #m mientras
que las transiciones libre-libre extienden esta opacidad a longitudes de onda mas
largas. El i6n H™ es una fuente importante de opacidad en las atmoésferas de estrellas
como el Sol.
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